Tekst 36: Dedekind om irrationale tal

Det lykkedes flere forskellige matematikere uafhangigt af hinanden omkring 1870
at lave en konstruktion af de irrationale tal ud fra de rationale. Richard Dedekind
publicerede sin konstruktion i 1872 i form af vaerket Stetigkeit und irrationale Zahlen,
hvorfra der er gengivet udklip nedenfor efter den danske overszttelse i [Wolff 1967,
pp. 130-39].

a) Hvad var Dedekinds motivation til at give differentialregningen et aritmetisk
grundlag? Hvilken sztning fglte han specielt savnede et ordentligt bevis?

b) Gennemgd Dedekinds karakteristik af de rationale tal og af linien. Hverdan
beskriver han liniens kontinuitet?

Richard Dedekind
KONTINUITET OG IRRATIONALE TAL

Feorste gang min opméarksomhed henledtes pa de betragtninger, der er emnet for
dette skrift, var i efteraret 1858. Som professor ved den polytekniske lareanstalt
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i Ziirich skulle jeg for fgrste gang forelzese over elementer af differentialregningen,
og jeg folte staerkere end nogen sinde fgr mangelen af et strengt videnskabeligt
grundlag for aritmetikken. Under diskussionen af en variabel stgrrelses nsermen
sig til en graenseveerdi og iseer under beviset for setningen om, at enhver stgrrelse,
der vokser kontinuert og ikke ud over alle granser, med sikkerhed nzermer sig til en
greenseveerdi, matte jeg ty til geometriske metoder. Selv pd nuvzrende tidspunkt
betragter jeg anvendelsen af geometrisk anskuelighed i en fgrste praesentation af
differentialregningen som overordentlig nyttig set fra et paedagogisk synspunkt, og
den er helt uundverlig, hvis man ikke har for megen tid at spilde. At denne form
for indfgrelse i differentialregningen imidlertid ikke kan ggre krav pa at veere
videnskabelig, vil ingen benzgte. For mit eget vedkommende var denne fglelse
af utilfredsstillelse s overvaldende, at jeg over for mig selv aflagde det lgfte
vedblivende at fundere over dette spgrgsmal, indtil jeg havde fundet et strengt,
rent aritmetisk grundlag for principperne i infinitesimal-analysen. Det erklares
sa ofte, at differentialregningen beskzftiger sig med kontinuerte stgrrelser, og dog
gives der ingen steder forklaring af denne kontinuitet. Selv de mest dybtgaende
fremstillinger af differentialregningen baserer ikke deres beviser pa kontinuitet,
men gor, mere eller mindre uden at vide det, brug af geometriske begreber eller
af ideer hentet i geometrien, eller bygger pa satninger, der aldrig godtgeres pa
rent aritmetisk vis. Til disse sidstnaevnte hgrer for eksempel ovennaevnte sat-
ning, og en ngjere undersggelse overbeviste mig om, at denne satning eller en
dermed ensbetydende pa en made kunne betragtes som et tilstraekkeligt grundlag
for infinitesimal-analysen. For pa samme tid at sikre sig en virkelig definition af
kontinuitetens vaesen resterede det da blot at afslgre seetningens sande oprindelse
i aritmetikkens grundelementer.

Dedekind naevner derefter, at han fandt en siddan definition af kontinuitetens vaesen
i november 1858, men at han fgrst har fglt behov for at publicere den efter at have
faet kendskab til Heines og Cantors arbejde pd samme omrade.

1. Egenskaber ved de rationale tal

Den aritmetiske indfgrelse af de rationale tal forudsattes her bekendt, [ ... ]

Dette system [af de rationale tal], som jeg vil betegne med R, besidder den
fuldstandighed og den afsluttethed, som jeg andetsteds' har fremdraget som det
karakteristiske for et tallegeme, og som gar ud pa, at de fire fundamentale opera-
tioner altid lader sig udfgre med hvilke som helst to elementer fra R, idet vi dog
som eneste undtagelsestilfeelde ma se bort fra division med 0.

Det er imidlertid en ganske anden egenskab ved systemet R, der er den vig-
tigste i dette tilfelde; vi kan udtrykke den ved at sige, at systemet R udggr et
ordnet en-dimensionalt omrade, der streekker sig i det uendelige i to hinanden
modsatte retninger. Hvad der menes hermed, er tydeligt angivet ved min brug

! Vorlesungen iber Zahlentheorie af P. G. Lejeune Dirichlet, 2. udg., §159.
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af udtryk fra geometrien; men netop i denne sammenhzng er det ngdvendigt, at
man fuldstendigt klarggr de tilsvarende rent aritmetiske egenskaber, for at det
ikke pa nogen som helst made skal tage sig ud, som havde aritmetikken brug for
ideer, der er den helt uvedkommende.

Vil vi udtrykke, at symbolerne a og b reprasenterer et og samme rationale
tal, skriver vi @ = b eller b = a. At to rationale tal er forskellige, giver sig til
kende ved, at differensen a — b enten har en positiv eller en negativ veerdi. I det
forste tilfzelde siges a at veere stgrre end b, b mindre end a, hvilket ogsa angives
ved symbolerne a > b, b < a.2 Da b — a i det sidstnzvnte tilfalde har en positiv
veerdi, folger det, at b > a, a < b.

For disse to mader, som to tal kan afvige fra hinanden pa, gelder folgende
love:

I. Hvisa > bog b > ¢, da a > c. Er a og c to forskellige tal, og er b storre end
det ene og mindre end det andet, vil vi uden betznkning og med tilskyndelse
i geometriske begreber udtrykke dette kort ved at sige: b ligger mellem de
to tal a og c.

II. Er a og c to forskellige tal, da ligger der uendelig mange forskellige tal
mellem a og c.

III. Er a et vilkarligt fast tal, da falder alle tallene i systemet R i to klasser A,
og Az, der hver indeholder uendelig mange elementer; den forste klasse A;
omfatter alle tal a;, som er < e, den anden klasse A, bestar af alle tal aj,
der er > a. Tallet a selv kan efter behag tilskrives den fgrste eller den anden
klasse, og det bliver da henholdsvis det stgrste tal i den forste klasse eller
det mindste tal i den anden. I begge tilfzclde er opdelingen af systemet R i
de to klasser A; og Ay af en saddan art, at ethvert tal i den fgrste klasse A,
er mindre end ethvert tal i den anden klasse A,.

II. Sammenligning af de rationale tal med punkterne pd en ret linie

De ovennavnte egenskaber ved de rationale tal leder tanken hen pa de tilsva-
rende beliggenhedsrelationer mellem punkterne pa en ret linie L. Betegnes de to
modsatte retninger pa L med “hgjre” og “venstre”, og er p og q to forskellige
punkter, da vil enten p ligge til hgjre for ¢ og samtidig ¢ til venstre for p eller
omvendt g ligge til hgjre for p og samtidig p til venstre for q. En tredie mulighed
kan ikke indtraeffe, hvis p og ¢ da virkelig er forskellige punkter. For denne forskel
i beliggenhed geelder fglgende love:

2] det falgende menes dette sikaldt “algebraiske” stgrre end og mindre end, medmindre der
tilfgjes ordet “absolut”.
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1. Hvis p ligger til hgjre for g og g til hgjre for r, da ligger p til hgjre for r, og
vi siger, at ¢ ligger mellem punkterne p og 7.

II. Hvis p og r er to forskellige punkter, da ligger der altid uendelig mange
punkter mellem p og 7. :

III. Hvis p er et givet punkt pa L, da falder alle punkterne pa L i to klasser P,
og P, som hver indeholder uendeligt mange elementer; den forste klasse P,
indeholder alle punkter p,, som ligger til venstre for p, og den anden klasse
P, indeholder alle punkter p,, som ligger til hgjre for p; punktet p selv kan
efter behag medregnes i den forste eller den anden klasse. I begge tilfzelde
er opdelingen af den rette linie L i to klasser eller dele af en saddan art, at
ethvert punkt i den forste klasse P, ligger til venstre for ethvert punkt i den
anden klasse P,.

Denne analogi mellem de rationale tal og punkterne pa en ret linie bliver som
bekendt til en virkelig korrespondance, nar vi pa den rette linie fastlegger et
bestemt begyndelsespunkt eller nulpunkt O og en bestemt enhedslangde til brug
ved maling af liniestykker. Ved hjalp af denne sidstnavnte kan den til ethvert
rational tal @ svarende lengde konstrueres, og indleegger vi denne pa den rette
linie, til hgjre eller til venstre for O, eftersom a er positiv eller negativ, nar vi
frem til et bestemt endepunkt p, der kan betragtes som det til tallet a svarende
punkt; til det rationale tal nul svarer punktet O. P4 denne made vil der til ethvert
rationalt a, det vil sige til ethvert element i R, svare et og kun et punkt p, dvs.
et element i L. Hvis de to punkter p og ¢ henholdsvis svarer til tallene a og b, og
hvis a > b, da ligger p til hgjre for g. Til lovene I, II, III i det foregdende afsnit
svarer fuldstzendig lovene I, II, III i dette.

III. Den rette linies kontinuitet

Det er imidlertid af den allerstgrste vigtighed, at der pa den rette linie L findes
uendelig mange punkter, der ikke svarer til noget rationalt tal. Dersom punktet
p svarer til det rationale tal a, si er som bekendt l&engden Op kommensurabel
med den ved konstruktionen af p konstante lengdeenhed, dvs. at der findes en
tredie lengde — et sdkaldt fallesmal — som er et helt multiplum af disse to
lengder. Men allerede oldtidens graekere vidste og kunne give bevis for, at der
findes lngder, som er inkommensurable med en givet l&ngdeenhed, for eksempel
diagonalen i det kvadrat, der har l@ngdeenheden som side. Afs®tter vi pa linien
L en sadan lengde ud fra punktet O, far vi et endepunkt, der ikke vil svare til
noget rationalt tal. Da det endvidere let kan vises, at der findes uendelig mange
lzengder, som er inkommensurable med lengdeenheden, ma vi fastsla: den rette
linie L er uendeligt rigere pa punktelementer, end omradet R af rationale tal er
det pa talelementer.

Hvis vi nu, som det er vort gnske, forspger at fglge alle fanomener pa den
rette linie op inden for aritmetikken, viser de rationale tals omrade sig at veere
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utilstrekkeligt, og det bliver tvingende ngdvendigt, at det ved indfgrelsen af de
rationale tal konstruerede instrument R vesentlig forbedres ved indfgrelsen af
nye tal, siledes at tallenes omrade opnar samme fuldsteendighed — eller som vi
straks vil sige — samme kontinuitet som den rette linie. | ... ]

Ovenstaende sammenligning af de rationale tals omrade R med en ret linie
forte til erkendelsen af visse huller i fgrstnavnte omréde, altsa en vis ufuldsteen-
dighed eller diskontinuitet, hvorimod vi jo tilskriver den rette linie fuldstzendig-
hed, mangel pa huller, eller kontinuitet. Hvori bestar da denne kontinuitet? [ ... |
Lzenge spekulerede jeg forgzeves herover, indtil jeg endelig fandt, hvad jeg sggte.
Denne opdagelse vil man sikkert vurdere forskelligt; de fleste vil formodentlig
vaere af den mening, at den i sit hovedindhold er ganske triviel. Den gar ud pa
folgende: 1 det foregiende afsnit blev det fremhavet, at ethvert punkt p pa den
rette linie frembringer en deling af denne i to klasser, sdledes at ethvert punkt
i den ene klasse ligger til venstre for ethvert punkt i den anden. Jeg mener, at
kontinuitetens vaesen bestar i det omvendte, dvs. fglgende, princip:

“Dersom alle den rette linies punkter falder i to klasser, saledes at
ethvert punkt i den ene klasse ligger til venstre for ethvert punkt i
den anden klasse, da findes der et og kun et punkt, der frembringer
denne deling af alle punkter i to klasser, denne opspaltning af den
rette linie i to dele.”

Som jeg allerede har sagt, sa tror jeg ikke, jeg tager fejl, nar jeg antager, at alle
straks vil indrgmme mig gyldigheden af denne pastand; de fleste af mine laesere vil
sikkert blive meget skuffede ved at erfare, at det er denne trivielle bemzrkning,
der afslgrer kontinuitetens hemmelighed. Hertil vil jeg sige, at jeg vil veere glad,
om alle finder ovenstdende princip indlysende og i overensstemmelse med deres
egen opfattelse af den rette linie; thi jeg er helt og aldeles ude af stand til at anfgre
et bevis for dets gyldighed, og det er der ingen, der magter. Antagelsen af denne
egenskab ved linien er simpelthen et axiom, der tilfgrer linien dens kontinuitet.

(... ]

IV. Indforelse af de irrationale tal

Ud fra disse sidste bemarkninger er det tilstraekkeligt klart, hvorledes de rationale
tals diskontinuerte omrade R kan ggres fuldsteendigt, sa at det udggr et kontinuert
omréade. I Afsnit I fremhaevedes det, at ethvert rationalt tal a frembringer en
deling af systemet R i to klasser, siledes at ethvert tal a, i den fgrste klasse
A; er mindre end ethvert tal a; i den anden klasse Aj; tallet a er da enten det
storste tal i klassen A; eller det mindste tal i klassen A;. Er der nu givet en
vilkérlig deling af systemet R i to klasser A; og A,, hvis eneste karakteristiske
egenskab er, at ethvert tal ¢; i A; er mindre end ethvert tal a; i Az, da vil vi
for kortheds skyld kalde denne deling for et snit og betegne den (A, Ay). Vi
kan derfor sige, at ethvert rationalt tal a frembringer et snit, eller rettere sagt to
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snit, som vi imidlertid ikke vil anse for vasensforskellige; dette snit har yderligere
den egenskab, at der enten blandt tallene i den fgrste klasse findes et, der er
stgrst, eller at der blandt tallene i den anden klasse findes et, der er mindst. Og
omvendt, har et snit denne egenskab, da er det frembragt af et sidant sterste og
eller mindste rationalt tal.

Men det er let at vise, at der findes uendelig mange snit, som ikke er frembragt
af noget rationalt tal.

Dedekind viser dernaest omhyggeligt, at hvis D er et helt tal, der ikke er et kvadrattal,
og Aj bestar af de positive, rationale tal hvis kvadrat er stgrre end D, og A, af resten
af de rationale tal, s3 findes intet rationalt tal som frembringer snittet (A, A,).

Ufuldstandigheden eller diskontinuiteten af de rationale tals omrade R giver
sig netop til kende ved, at det ikke er alle snit, der er frembragt af rationale tal.

Nar som helst vi har at gere med et snit (A, Az), der ikke er frembragt af et
rationalt tal, indferer vi et nyt sakaldt irrationalt tal a, som vi vil betragte som
fuldsteendigt defineret ved snittet (A,, A); vi siger om tallet a, at det svarer til
dette snit, eller at det frembringer dette snit. Der vil altsa fra nu af til ethvert
forelagt snit svare et bestemt rationalt eller irrationalt tal, og vi vil betragte de to
tal som forskellige eller ulige store, nar og kun nar de svarer til vasensforskellige
snit.

Dedekind viser herefter at systemet af rationale og irrationale tal kan ordnes, s de
opfylder lovene |, 1l og Ill, samt kontinuitetsprincippet, og at man kan indfgre de fire
regneoperationer pad dem, samt at disse vil opfylde de velkendte love.



