Kapitel 7

Graenseresultater for
stokastiske variable

I dette kapitel behandles to af sandsynlighedsregningens vigtigste resul-
tater, som begge drejer sig om, hvordan gennemsnittet af n stokastiske
variable opfgrer sig, nar n gar mod uendelig.

7.1 De store tals lov

Store tals lov siger, at for n ukorrelerede stokastiske variable med mid-
delveerdi og varians vil gennemsnittet med stor sandsynlighed ligge nser
middelveerdien, nar n er stor. Dette resultat vises ved hjelp af Cheby-
chevs ulighed.

Saztning 7.1.1 (Chebychevs ulighed). Lad X vere en diskret eller kon-
tinuert stokastisk variabel med middelveerdi i og varians 0. Da gelder,

for ethvert a > 0, at
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Bevis: Definer for a > 0 meengden

A={z e R||z—pu| > a}.
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Det andet ulighedstegn folger af (5.2.6)
O

Eksempel 7.1.2 Hvis X har middelveerdi 0 og varians 1 er P(|X| >

10) < 0.01.
O

Vi kan nu uden stgrre besvaer bevise de store tals lov.

Seetning 7.1.3 (De store tals lov). Lad X, Xs, . .. vere en folge af ukor-
relerede diskrete eller kontinuerte stokastiske variable, som alle har sam-
me middelverdi og varians. Hvis p = E(X;), gelder for ethvert € > 0
at
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for n — oo.
Bevis: Gennemsnittet X, = 1(X; +... 4+ X,,) har middelveerdi 4 og
varians )

Var(X,) = = (Var(Xy) +... + Var(X,)) = %

hvor 02 = Var(X;). Ved at anvende Chebychevs ulighed (7.1.1) fas
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Den eneste grund til at det i Seetningerne 7.1.1 og 7.1.3 kraeves, at de
stokastiske variable er diskrete eller kontinuerte, er at vi kun har define-
ret middelveerdi og varians for disse to typer af fordelinger. Chebychevs
ulighed og store tals lov geelder for alle typer stokastisk variabel, som har
middelveerdi og varians.

Seetning 7.1.3 er den enkleste version af de store tals lov. Der findes
andre varianter, som vi ikke vil bevise her (se dog Opgave 7.7). F. eks.
er det ikke ngdvendigt at antage, at de stokastiske variable har varians.
Det er nok, at E(|X;|) < oo, hvilket til gengeeld klart nok er ngdvendigt.
I den situation antages uafheengighed i stedet for ukorrelerethed, men de
stokastiske variable behgver faktisk ikke veere ukorrelerede-eller uafhsen-
gige; resultatet (7.1.2) geelder, hvis blot afhangigheden er tilstreekkeligt
svag.

Vi har nu bevist, at sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning hol-
der. Lad nemlig Y3,Y3,... veere en folge af uafhsengige stokastiske va-
riable med samme fordeling, og lad A veere en delmeengde af IR. Seet
p=P(Y;€ A). Daer E(14(Y;)) =pog

_ 1a(Y) + o+ 1a(Ya)
n
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er den relative hyppighed af udfald i A blandt de n fgrste stokastiske
variable. Da 14(Y;) er begraenset, har den varians, sa ifglge store tals lov
gelder

P(|H,—p| <€) —1

for n — oo for ethvert € > 0.

Det skal ogsa lige neevnes, at vi her har stiftet bekendtskab med et
af sandsynlighedsregningens vigtigste begreber, konvergens 1 sandsynlig-
hed. Hvis Y1, Y3, ... er en fglge af stokastiske variable, som opfylder, at
der findes en stokastisk variabel Y, sa P(|Y, — Y| <€) — 1 forn — oo
for ethvert € > 0, s& siger man, at fglgen {Y,,} konvergerer i sandsynlig-
hed mod Y. Store tals lov siger altsa, at gennemsnittet af n uafhsengige
stokastiske variable med samme middelveerdi og varians konvergerer i
sandsynlighed mod den felles middelvaerdi. Her er Y lig med en kon-
stant, nemlig middelveerdien.



7.2 Den centrale greenseveerdisatning

Betragt en fglge af uatheengige diskrete eller kontinuerte stokastiske va-
riable X, X5, ..., som alle har samme fordeling med middelveerdi u og
varians o2. De store tals lov fortaller os da, at gennemsnittet af de n
forste stokastiske variable

er teet pa u, nar n er stor. Gennemsnittet er jo en stokastisk variabel, sé
det er naturligt at spgrge, hvad dets fordeling er, nar n er stor. Variansen
er meget lille, sa det varierer kun lidt i nserheden af p. Imidlertid kan
man studere gennemsnittets stokastiske variation ved at betragte den
standardiserede variabel

Xn—p
Up=— : 1.2l
=2t (7.2.1)
Da E(X,) = u og Var(X,) = 0%/n, har U, middelveerdi nul og varians
en. Vi har ved at gange med /n/c forstgrret den stokastiske variation
af X,,, sa vi kan studere den ngjere. Der gelder fglgende resultat.

Szetning 7.2.1 (Den centrale grenseverdisetning). Lad X1, Xs, ... ve-
re en folge af vafhengige, identisk fordelte kontinuerte eller diskrete sto-

kastiske variable med middelverdi p og varians o%. Da vil fordelingen af
Uy, defineret ved (7.2.1), konvergere mod en standard normalfordeling, i

den forstand at for alle u € R vil

P (U, < u) — ®(u), (7.2.2)

narn — 0o0. Som sedvanlig betegner ® fordelingsfunktionen for standard
normalfordelingen givet ved (5.3.2).

Vi har pa dette kursus ikke de ngdvendige tekniske hjeelpemidler til
at bevise den centrale greenseverdissetning. Med de rette hjaelpemidler
er seetningen faktisk ikke sveer at vise. '

Der er mange gode grunde til, at normalfordelingen dukker op her.
Hvis X;-erne er normalfordelte, folger det af Setning 6.3.12, at U, er
standard normalfordelt for alle n. Hvis ssetningen skal veere sand, ma
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P (U, < u) derfor ngdvendigvis konvergere mod ®(u). Bemeerk, at vi
kan slutte af Seetning 7.2.1, at standard normalfordelingen er den eneste
fordeling med varians, som har den egenskab, at U, har samme fordeling
som X;-erne for alle n. Det kan faktisk bevises, at den er den eneste
fordeling overhovedet med denne egenskab.

Hvis vi definerer S, = Xj + -+ + X,,, kan resultatet (7.2.2) ogsa
skrives pa formen

P (S’; \/;‘” < u) — ®(u), (7.2.3)
nar n — 0o. Vi kan altsa ogsa opfatte den centrale greenseveerdissetning
som et udsagn om fordelingen af summen S,,, nar n er stor.

Den centrale greenseveerdissetning giver en forklaring pé, hvorfor det
i praksis sa ofte viser sig, at observationer kan antages at veere normal-
fordelte. Vi kan f. eks. teenke os, at man skal male en stgrrelse, som har
veerdien £, men at en raekke tilfzeldige forhold indvirker pa malingen, s
den ikke bliver helt ngjagtig. Det, der faktisk males, kan derfor anta-
ges at vaere Y = £ + X; + --- + X,,, hvor Xj;-erne er virkningen af de
forskellige kilder til malefejl. Hvis X;-erne opfylder betingelserne i den
centrale graenseveerdiseetning, kan fordelingen af malingen Y tilnsermes
med en normalfordeling med middelveerdi £ + nu og varians no?. Ved
gode malinger er u lig nul eller i hvert fald meget lille.

Der findes andre udgaver af den centrale greenseveerdissetning med
veesentligt svagere betingelser, som ggr overstidende argument for, at
malefejl ofte er normalfordelte, mere overbevisende. De stokastiske va-
riable X; behgver saledes ikke at have samme fordeling; ikke engang
samme middelveerdi og varians. De behgver heller ikke at veere uafheen-
gige. Det veesentlige er, at de alle er smé i forhold til summen S,, og at
afheengigheden mellem dem ikke er for stor.

Den form for konvergens, som udtrykkes ved (7.2.2) kaldes konver-
gens i fordeling. Et andet eksempel pa denne form for konvergens sa vi i
Seetning 4.1.2. Udforskningen af konvergens i fordeling spiller en,central
rolle i sandsynlighedsregningen og dens anvendelser i statistik.



